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Merkblatt Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P) bestehend aus einer endlichen oder
héchstens abzéhlbar unendlichen Menge Q und einer Verteilung P, d.h. einer Abbildung

P :Q —[0,1], so dass
Y Pw)=1

we

gilt. Die Elemente w €  bezeichnen wir als Elementarereignisse, und wir intepretieren P(w)
als die “Wahrscheinlichkeit, dass w eintritt”.

Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten

Die Elemente der Potenzmenge 2 von Q (d.h. die Teilmengen A C Q) bezeichnen wir als
Ereignisse. Die Verteilung P : Q — [0, 1] induziert durch die Vorschrift

P(A) =) Pw)
weA

eine Abbildung P : 2% — [0,1] (die wir der Einfachheit halber wieder mit P bezeichnen und
ebenfalls Verteilung nennen). Wir interpretieren P(A) als die “Wahrscheinlichkeit, dass das
Ereignis A eintritt”. Es gelten folgende Regeln:

a) P(0) =0,P(Q) =1,
b) Ac B= P(A) < P(B),
c) P(AuB)— P(ANnB) = P(A)+ P(B) fiir alle Ereignisse A, B,

d) P(UieN Ai) < EieN P(Ai)-

Unabhingigkeit von Ereignissen

Zwei Ereignisse A, B C Q heissen unabhdngig, falls P(AN B) = P(A)P(B) gilt. Allgemeiner
heisst eine Familie von Ereignissen (A;);c; unabhingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge

J C T gilt: P(N;e; 45) = [1jes P(4)).

Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Seien A, B C ) Ereignisse. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert als

P(ANB)
P(B)

falls P(B) > 0 (andernfalls ist P(A|B) undefiniert).

P(A|B) =



Zufallsvariablen

Gegeben seien ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) sowie eine Menge X. Eine Zu-
fallsvariable mit Werten in X ist eine Abbildung X : Q@ — X.

Durch Zufallsvariablen definierte Ereignisse

Fiir eine Teilmenge A C X beschreiben wir das Ereignis X "1(A) C Q = {w € Q| X(w) € A}
mit “X nimmt einen Wert in A an”. Fiir solche durch Zufallsvariablen definierten Ereignisse
verwenden wir Schreibweisen der Form

(X e Ay =X"YA4), {X=z}=X"'({z}), etc
und fiir die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten schreiben wir

P(Xe€A), P(X=uz), etc

Verteilung von Zufallsvariablen

Das Bild von X ist die Teilmenge X () = {X(w) € X | w € 2} von X. Gemeinsam mit der
durch
Px(z) = P(X =x)

gegebenen Abbildung Px : X (2) — [0, 1] ist (X (), Px) selbst ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum. Wir bezeichnen Py als die Verteilung der Zufallsvariablen X.

Gemeinsame Verteilung

Fiir Zufallsvariablen X : Q@ — X und Y : Q — Y kénnen wir das Paar (X,Y") als Zufallsvaria-
ble mit Werten in X x ) auffassen. Die zugehorige Verteilung bezeichen wir als gemeinsame
Verteilung von X und Y und bezeichnen sie mit Pxy : X(Q) x Y (£2) — [0, 1]. Die gemeinsame
Verteilung bestimmt die Verteilungen Py und Py eindeutig durch

Px(z)= Y Pxy(zy), Pr(y)= Y, Pxv(zy).

yeY(Q) zeX(Q)

Unabhéingigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen X und Y heissen unabhdngig, falls
Pxy(z,y) = Px(z)Py (y)
fiir alle z € X () und alle y € Y(2) gilt.

Bedingte Verteilungen von Zufallsvariablen

Fiir eine Zufallsvariable X : Q@ — X und ein Ereignis A C Q mit P(A) > 0 definieren wir die
bedingte Verteilung von X gegeben A als die durch

Pxja(z) = P(X = z[A)

gegebene Abbildung Px|4 : X(2) — [0, 1].



Fiir Zufallsvariablen X : Q — X und Y :  — ) definieren wir die bedingte Verteilung von X
gegeben Y als die durch
Py (z,y) = P(X =z|Y =y)

gegebene Abbildung Px|y : X(£2) x Y/(©2) — [0,1]. Man beachte, dass Px|y nicht notwendi-
gerweise eine Verteilung im obigen Sinne ist (weil im Allgemeinen -, Pxy(z,y) # 1 gilt);
allerdings ist fiir jedes y € Y'(2) mit P(Y = y) > 0 die Abbildung Pxy(-,y) : X(2) — [0,1]
eine Verteilung auf X (£2) im tiblichen Sinn.

Erwartungswerte und Varianzen

Sei X : @@ — R eine reellwertige Zufallsvariable fiir die die Reihe }_ ¢ v (q) [z[Px(2) kon-

vergiert. Wir sagen dann, dass X einen Erwartungswert E(X) besitzt und definieren diesen
durch

E(X)= Y  aPx(x).

xeX(Q)

Falls sowohl X als auch X? Erwartungswerte besitzen, sagen wir, dass die Varianz V(X) von
X existiert und definieren diese durch

V(X)= > (z-E(X))’Px(x).
X ()

(Allgemeiner kann man Erwartungswerte und Varianzen fiir Zufallsvariablen mit Werten in
R™ definieren).

Es gelten folgende Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianzen:
E(aX)=aF(X), EX+Y)=EX)+E®Y)
fiir & € R und fiir Zufallsvariablen X,Y : Q — R (Linearitidt des Erwartungswertes), und
V(aX) = a?V(X)

fiir o € R, sowie
VIX+Y)=V(X)+V(Y)

falls X,Y : Q2 — R unahbéngig sind.

Markov-Ungleichung
Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable deren Erwartungswert existiert. Dann gilt

E(X1)
£

P(X|>¢) <

fiir jedes € > 0.

Chebyshev-Ungleichung
Sei X : © — R eine Zufallsvariable mit Varianz V(X). Dann gilt

V(X)

P(X-EB(X)|z2) < =5




Konvexe Funktionen

Eine Funktion f : R — R heisst konvez, falls fiir alle a,b € R und jedes ¢t € [0,1] die
Ungleichung

f(A=t)a+1tb) < (1 —1t)f(a) +tf(b)

gilt, und strikt konvez, falls Gleichheit nur fiir ¢ € {0, 1} gilt. f heisst (strikt) konkav falls — f
(strikt) konvex ist.

Jensen-Ungleichung

Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert existiert, und sei f : R — R eine
konvexe Funktion. Dann gilt

E(f(X)) = f(E(X)).
Falls f strikt konvex ist, gilt Gleichheit genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1 ist.
Fiir konkave Funktionen g : 2 — R gilt entsprechend

E(g(X)) < g(E(X)).

Falls g strikt konkax ist, gilt Gleichheit genau dann, wenn P(X = E(X)) = 1 ist.

Konvergenz von Zufallsvariablen

Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen und sei X eine weitere Zufallsvariable.

e Wir sagen, dass X, fast sicher gegen X konvergiert, falls
P{weQ| HILHSOX”(M =Xw)}) =1

gilt.
o Wir sagen, dass X,, in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert, falls fiir jedes ¢ > 0

lim P(| X, — X|>¢) =0

n—o0

gilt.

Schwaches Gesetz der Grossen Zahlen

Seien (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen, die paarweise unabhingig sind und die alle
den gleichen Erwartungswert E und die gleiche Varianz V besitzen. Sei S, = X1 +--- + X,,.
Dann gilt fiir jedes € > 0

lim P(|1S, - E|>¢) =0,

n—o0

d.h. der Mittelwert %Sn konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen E.



