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Lésungen zu Ubungsblatt 4

4.1
Gegeben seien die Mengen {0,10,11}, {00,01, 10,110} und {01,10}. Geben Sie jeweils eine

Zufallsvariable X samt Verteilung an, so dass die Menge die Menge der Codeworter eines
Huffman-Codes fiir X ist, oder begriinden Sie, dass es keine solche gibt.

Eine mogliche Verteilung fiir {0,10,11} ist p = (0.5,0.3,0.2). Weder {00,01, 10,110} noch
{01, 10} sind die Mengen der Codewdérter eines Huffman-Codes, denn unter den léngsten Co-
dewortern eines Huffman-Codes gibt es immer zwei, die sich nur im letzten Bit unterscheiden
(ausserdem sieht man zumindest bei der letzten Menge sofort, dass sie nicht optimal ist, was
die erwartete Linge angeht).

4.2

Entscheiden Sie fiir die Tupel (1,2,2), (2,2,3,3) und (1,3,3,3,4,5) jeweils, ob sie die
Wortldngen eines Huffman-Codes sind. Koénnen Sie ein allgemeines Kriterium dafiir ange-
geben, dass ein gegebenes Tupel (I1,...,[,) die Wortléngen eines Huffman-Codes darstellt?
(1,2,2) sind die Lingen des Huffman-Codes {0,10,11} zB. fiir p = (0.5,0.3,0.2). Fiir
(2,2,3,3) und (1,3,3,3,4,5) gibt es keinen Huffman-Code mit diesen Wortléingen. Im letz-
ten Fall sieht man das direkt daran, dass es ein Code mit diesen Wortldngen ein eindeutiges
langstes Wort haben miisste, was bei einem Huffman-Code nicht der Fall ist. Wéren (2,2, 3, 3)
die Wortléngen eines Huffman-Codes, dann miisste das auch fiir (2,2,2) der Fall sein (auf-
grund der rekursiven Definition von Huffman-Codes), und ebenfalls fiir (2, 1); im letzten Fall
gibt es aber wiederum ein eindeutiges lingstes Wort.

4.3

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Verteilung p = (p1,...,ps) an, fiir die es mindestens zwei
optimale Codes gibt, fiir die sich die (nach Léinge geordneten) Tupel der Codewortlingen
unterscheiden.

Z.B. fir p = (%, %, %, é, 1—18) sind sowohl (2,2,2,3,3) und (1,2, 3,4,4) Wortlingen méglicher

Huffman-Codes. Die erwartete Lénge ist jeweils gleich :1%'

4.4

Beweisen Sie folgende Behauptung aus der Vorlesung (siehe Beweis der Optimalitidt von
Huffman-Codes): Sei X eine Zufallsvariable X mit der Verteilung p = (p1,...,pn), wobei
pi = Px(x;) fir z; € X(Q2). Dann gibt es einen optimalen prifixfreien Code C* fiir X mit fol-
gender Eigenschaft: Es gibt x;, # z;, mit kleinster Wahrscheinlichkeit (d.h. p;, +pi, < p;j+pk
fiir alle j # k), so dass sich C*(x;,) und C*(z;,) nur im letzten Bit unterscheiden.



Sei zunéchst C” irgendein optimaler préfixfreier Code fiir X. Dann ist klar, dass es fiir jedes
Codewort wy mit maximaler Liange ein weiteres Codewort w; geben muss, so dass sich wg und
w nur im letzten Bit unterscheiden (sonst konnte man wy und w; um ein Bit kiirzen und hétte
damit einen Code mit geringerer Linge als C’, im Widerspruch zur Optimalitéit). Ausserdem
ist klar, dass ein Paar x;, # z;, mit kleinster Wahrscheinlichkeit p;, + p;, existiert, so dass
C'(xi,) und C'(z;, ) maximale Lange haben: Wére némlich fiir alle z;, 5, fiir die C'(z;), C'(x;)
maximale Linge haben, die Wahrscheinlichkeit p; + p; < p;, + pi;, dann kénnte man durch
Vertauschen von Codewdrtern wiederum einen kiirzeren Code erzeugen. Indem wir C’ durch
Vertauschen von Codewortern mit maximaler Lange so modifizieren, dass x;, auf wp und x;,
auf wy abgebildet wird (wobei sich wy und w; nur im letzten Bit unterscheiden), erhalten wir
einen Code C* mit der geforderten Eigenschaft.

4.5
Finden Sie fiir die Zufallsvariable X mit der Verteilung

X ‘ T T9 T3 T4 T5 Tg 7
Px | 049 026 012 0.04 004 0.03 0.02

einen (bindren) Huffman-Code und berechnen Sie seine erwartete Léinge.

Ein moglicher Huffman-Code fiir X ist gegeben durch

X ‘ xr1 T2 T3 T4 xTs5 Te X7
C’\ 0 10 110 11100 11101 11110 11111

Die erwartete Lénge ist Lo = 0.49+0.26 -2+ 0.12-3 4+ 0.13 - 5 = 2.02 Bits pro Symbol.



