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6.1

a) Gegeben sei eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen Xi, Xs,... mit Werten in
X = {a, b, c}, die alle entsprechend P(X; =a) = 0.5, P(X; =b) =0.3, P(X; =¢) =0.2
verteilt sind. Geben Sie die beim arithmetischen Codieren verwendeten Intervalle I,
Ly und I, an.
Tpe = 10.25,0.325), I = [0.325,0.37), Iupe = [0.37,0.4).

b) Geben Sie die ”Binérintervalle” By, 3, an fiir by ... by € {000,010,10101} an.
Booo = [0,0.001)2 = [0, 1), Boio = [0.01,0.011); = [, 2), Bioio1 = [0.10101,0.1011); =
(23, 15) (wobei [...,...)2 bedeutet, dass die Intervallgrenzen im Binérsystem angegeben
sind).

6.2

Begriinden Sie, dass bei arithmetischen Codes im Allgemeinen mit dem Decodieren eines
Codeworts begonnen werden kann, bevor dessen Ende bekannt ist. Formulieren und beweisen
Sie dazu ein Lemma analog zu dem in der Vorlesung, mit dem die entsprechende Aussage fiirs
Codieren begriindet wurde.

Wie in der Vorlesung nehmen wir an, dass das Alphabet X = {s1,...,sps} ein ausgezeichnetes
“end of file”-Symbol sy; = OJ enthélt, und wir schreiben

Xy={z1...2p 10X |x; #0firallei=1,...,n— 1}
fiir die Menge der Worter, die als Eingaben in Frage kommen.
Lemma. Seien b,b' € {0,1}*, x € X% und 2/ € (X \ {O})* so, dass Folgendes gilt:
a) By C I, und By, ist das lingste “Bindrintervall” mit dieser Eigenschafft,
b) By C I,
c) V' ist ein Prifiz von b.
Dann ist 2’ ein Prifiz von x.

Beweis. Da b Prifix von b ist, gilt B, C By und damit folgt B, C I,,. Das impliziert
By C I, NI und damit I, N I,; # (), und daher muss I, C I, oder I, C I, gelten (das
folgt aus der Konstruktion dieser Familie von Intervallen). Also ist 2’ ein Préfix von z oder x
ist ein Priifix von 2’. Wegen der Annahmen an die Gestalt von x, 2’ muss Letzteres der Fall
sein. O



Fiir die Decodierung des Codeworts b € {0,1}* fiir ein Wort z € A bedeutet das: Sobald
wir ein Préfix b’ von b kennen, so dass By C I,/ gilt, wissen wir, dass 2’ Prifix von x ist und
koénnen somit z’ als Anfang der decodierten Nachricht ausgeben.

6.3

Beschreiben Sie einen Algorithmus fiir die arithmetische Codierung von Strings x; ... 2y mit
Zij\il x; = K fiir gegebene feste Werte von N und K. Geben Sie fiir den Fall N =5, K =2

die entsprechenden Intervalle fiir alle Teilstrings der Léngen 1 bis 5 an.

Seien 0 <n < Nund 0 <k < K.Firx=ux;...2, € {0,1}" mit ) " ; z; = k gibt es (%:2)
mogliche Komplettierungen von x zu einem String der Lange N mit EZ]\; 1 x; = K; davon
fangen (N gﬁ;l) mit 0 und (%:Z:}) mit 1 an. Das natiirliche probabilistische Modell, das fiir
alle 0 <n < N —1 die Verteilung von X,,+1 gegeben X; ... X, beschreibt, ist daher gegeben
durch

P(Xpi1=0|X1... X, =21...2,) (]\7[2221)/([1\(7:2)7
P(Xpg1 = X0 X = a1 n) = (V221 /(V20).

Die Intervalle I, ., erhdlt man daraus entsprechend dem allgemeinen Rezept fiir die
Konstruktion arithmetischer Codes.

Betrachtung des Falls N = 5 und K = 2: Es gibt (g) = 10 solcher Strings, und diese

haben alle Wahrscheinlichkeit %0; die entsprechenden Intervalle fiir Strings der Léange 5 sind

daher [a;—1,a;) mit a; = 12*0 fir ©+ = 1,...10. Da jeder solche String durch ein Prifix der
Lénge 4 schon vollstindig bestimmt ist, sind das auch die Intervalle fiir die Teilstrings der
Lénge 4. Die Intervalle fiir die Teilstrings kiirzerer Lénge sind: Ipgg = [ag, a1), loo1 = [a1,as),

Ioio = [as,as), loi1 = [as,a6), Ti0o = [as,as), Tion = [as,ag), 110 = [ag, a10), loo = [ao,as),
In1 = [as, as), Tio = [as, a9), 11 = [ag, a10), Lo = [ao, as), a1 = [as, a10).

6.4

Im Folgenden soll der Lempel-Ziv-Algorithmus (wie in der Vorlesung besprochen) verwendet
werden, um Strings in {a, b, c}* als Binéirstrings zu codieren. Dabei verwendet wir als Codes
fiir die einzelnen Symbole a — 00, b — 01, ¢ — 10.

a) Codieren Sie cabcecaacabac.

Aufteilung in Phrasen: c|a|b|cc|calac|ablac. Der Code ist damit
,10|0,00]00, 01|01, 10/001, 00/010, 10/010,01|110
(ohne die , und |). Die letzte Phrase ist schon im Worterbuch, daher entféllt hier die

Angabe eines Codes fiir das letzte Symbol.

b) Codieren Sie aa...a € {a,b,c}™ fiir beliebiges n. Zeigen Sie, dass fiir n — oo die Anzahl
der benoétigten Bits pro Symbol gegen Null geht.

Aufteilung in Phrasen: alaalaaal.... Sei M = M(n) die Anzahl der Phrasen, die bei
der Aufteilung von a" entstehen. Das Codewort fiir a™ ist dann

C’(a”) == 00[1}200[2]200 RPN [M - Q]QOOCM



Dabei bezeichnen wir mit [ die Bindrdarstellung, und cj; hat entweder die Form
ey = [8]2 oder ¢y = [s]200 fiir eine ganze Zahl s mit 1 < s < M.

Abschiitzung der Linge von C(a™): Da [1]a, ..., [M — 22 jeweils maximal log(M —2)+1
Bits lang sind, erfiillt die Linge des Codeworts die Ungleichung

[Ca™)] < M(log(M —2) +3).

Da die m-te Phrase in @™ Linge m hat, ist die Ldnge des Strings vor Beginn der m-ten
Phrase gleich (m — 1)m/2 . Daraus folgt die Ungleichung

(M —1)M/2+1 < n.

Diese impliziert insbesondere M? < 2n, und daraus folgen die Abschétzungen log M <
log(2n) und M < v/2n. Beide Abschétzungen zusammen ergeben

o)

IN

1
— M (log M + 3)
n

IN

%\/ﬁ(log@n) +3),

und die rechte Seite strebt fiir n — co gegen 0.



