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Lésungen zu Ubungsblatt 10

10.1

Zeigen Sie, dass die Kapazitiit des Kanals mit Ubergangsmatrix
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durch eine Verteilung erreicht wird, die einem der Eingabesymbole Wahrscheinlichkeit 0 gibt.
Berechnen Sie die Kapazitéit des Kanals. Geben Sie einen intuitiven Grund dafiir, dass eines
der Symbole nicht verwendet wird.

Fiir jede Verteilung Py gilt

I(X;Y)=H(Y)— H(Y|X)
3
=H(Y)-> Px(z)H(Y|X = x;)
=1

=H(Y) = ((1 = P(22))H (3, 3) + P(x2)log 3)
= H(Y) = H(3,3) — P(a2)(log 3 — H(3, 3))

<log3— H(3,3)

Wenn Px(xz2) = 0 ist, verschwindet der letzte Term in der vorletzten Zeile; wenn zudem
Px(x1) = Px(x3) = % gilt, dann ist Y gleichverteilt und H(Y) = log3. Diese Verteilung
maximiert also I(X;Y'), und damit ist die Kapazitit des Kanals

C=1log3—H(3,%) =
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Intuitiv leuchtet das ein, denn gegeben X = z9 ist Y gleichverteilt, d.h. durch das Senden
von zg wird keine Information iibertragen.

10.2

Gegeben sei der Kanal (X' = {0,1},) = (20,21,20 + 1,21 + 1}, Py|x), wobei 2o # 21 ganze
Zahlen sind, Z eine auf Z = {zp, 21} definierte und von X unabhiingige Zufallsvariable mit
Py(z0) = 3 = Pz(z1) ist, und Py|x durch die Beziehung Y = X + Z bestimmt ist.

Im Folgenden geht es um die Abhéngigkeit der Kapazitit des Kanals von der Wahl von Z.

Begriinden Sie Thre Antworten jeweils vollstdndig und fiihren Sie alle notigen Rechnungen
durch.

a) Berechnen Sie die mazimale Kapazitit, die ein Kanal dieser Form haben kann. Geben
Sie ganze Zahlen zg # z; und eine Verteilung auf X an, durch die diese erreicht wird.



b)

N

X ~P > Y

Im Fall |zg — 21| > 2 ist X durch Y eindeutig bestimmt, d.h. H(X|Y) = 0, und damit
ist I(X;Y) = H(X) — H(X|Y) = H(X). Die Gleichverteilung auf X erreicht hier
I(X;Y)=1. Daimmer I(X;Y) <log |X| = 1 gilt (fiir beliebige Wahlen von Z und der
Verteilung auf X), ist das die maximale erreichbare Kapazitit.

Berechnen Sie die minimale Kapazitéit, die ein Kanal dieser Form haben kann. Geben
Sie ganze Zahlen zg # z; und eine Verteilung auf X an, durch die diese erreicht
wird. Fiir |z — 21| = 1 ist der Kanal dquivalent zu einem bindren Ausléschungskanal
mit Ausléschungsws. 3; dessen Kapazitit ist 3. Da dieser und der in (a) betrachtete
Fall alle moglichen Werte von 2y, 21 abdecken, ist dies die minimal erreichbare Kapazitét.

Die Kapazitit kann man auch so berechnen: Da Y gegeben X = 0 bzw. X =1
gleichverteilt ist, ist H(Y|X) = 1. Fiir eine gegebene Verteilung von X erhalten wir
mit p := P(X = 0) die Verteilung (%p, %, %(1 —p)) von Y, deren Entropie gegeben ist
durch

1 1 1.1 1 1
H(Y) = —=plog(=p) — = log = — —(1 — p)log = (1 —
(Y) 2pog(2p) 5108 5 2( p)ogz( )
1

wobei Ho(p) = H(p,1 — p) ist. Damit folgt I(X;Y) = H(Y) — H(Y|X) = $Hs(p). Dies
wird maximiert durch die Gleichverteilung auf X', d.h. p = %; in dem Fall gilt Ho(p) = 1,
und damit ist die Kapazitit gleich %



