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2.1

Sei X eine Zufallsvariable mit der folgenden Verteilung;:

1 1 5
Px(1) =2, Px(2)=— P =— —¢.
x (1) x(2) =5 +e Px@) =55 -¢
Skizzieren Sie H(X) als Funktion von e. Bestimmen Sie insbesondere das Maximum von

H(X).

2.2
Im Folgenden schreiben wir H(p1, pe,...) fir die Entropie einer (nicht unbedingt endlichen)
Verteilung, deren Elementarereignisse die Wahrscheinlichkeiten pq,po,... haben. Zeigen Sie

folgende “Zerlegungseigenschaft” der Entropie:

H(Pl,pQ,-..)ZH(p1,1—p1)+(1_p1)H( P2 _p3 )

1-p17 1=p1?’

Interpretieren Sie diese Eigenschaft.

2.3

Eine faire Miinze wird geworfen, bis zum ersten Mal “Kopf” erscheint. X sei die Zufallsvaria-
ble, die angibt, beim wievielten Wurf das der Fall ist. Berechnen Sie H(X) auf zwei Arten.
1): Direkte Berechnung der Entropie iiber die Defintion der Entropie einer Zufallsvariable. 2):
Durch Anwednung der SZerlegeigenschaft” der Entropie.

a) Mit Hilfe der Identitéit » > nf™ = ﬁ

b) Mit Hilfe der Zerlegungseingeschaft aus der vorigen Aufgabe.
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Seien X und Y Zufallsvariablen mit Y = f(X) fiir eine Funktion f. Kénnen Sie allein mit die-
ser Information den Wert von H (Y| X) bestimmen? Koénnen Sie eine nétige und hinreichende
Bedingung an X und Y dafiir angeben, dass H(Y|X) diesen Wert annimmt?

2.5

Wir betrachten zwei unabhéngige Wiirfel. Seien die Zufallsvariablen X und Y die jeweils
gewiirfelten Augenzahlen. Weiter seien die Zufallsvariablen S und T definiert als S =X +Y
und 7" = X +2Y. Bestimmen Sie folgende Ausdriicke mit moglichst geringem Rechenaufwand:

H(S), H(T), H(X|S), I(X;8), I(Y;S), I(X;T) und H(S|X).



2.6

Zeigen, dass die Kullback-Leibler-Divergenz Dy (P||Q) zwischen zwei Verteilungen als eine
Verallgemeinerung der wechselseitigen Information I(X;Y’) zwischen zwei Zufallsvariablen
aufgefasst werden kann.

2.7

Beweisen Sie die Positivitdt der Kullback-Leibler-Divergenz (Gibbs-Ungleichung): Fiir alle
Verteilungen P, Q : Q — [0,1] gilt D, (P||Q) > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn P = @
ist. Folgern Sie daraus und aus dem Ergebnis der letzten Aufgabe, dass I(X;Y) > 0 ist mit
Gleichheit genau dann, wenn X, Y unabhéngig sind.



