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9.1 (Fortsetzung von Aufgabe 8.2)
a) Zeigen Sie, dass fiir jede Zufallsvariable Z mit Werten in Z die Ungleichung

H(Z) > —log Pz(z")

gilt, wobei z* € Z ein Wert mit maximaler Wahrscheinlichkeit ist, d.h. z* €
arg max, z Pz(z). Folgern Sie, dass in der in Aufgabe 8.2 beschriebenen Situation fiir
X = gmap(Y) und fiir jedes y € ) die Ungleichung

H(X|Y =y) > —logP(X = X|Y =y)

gilt.
b) Zeigen Sie fiir X = gyrap(Y) die Abschiitzung

P(X £ X)<1—2H&Y),

Verwenden Sie dabei das Ergebnis aus (a) sowie die Ungleichung ), Pz(2)27% >
2= 2. Pz(2)z (eine Anwendung der Jensen-Ungleichung), die fiir jede reellwertige Zu-
fallsvariable Z gilt.

9.2
Gegeben sei ein Kanal (X, ), Py|x) mit Kapazitét C. Seine N-te Erweiterung ist der Kanal
(XN, YN, Pynxn) mit Pynixn(y,x) = Hfil Py x (yi, zi). Zeigen Sie, dass fiir jede Verteilung
Py iiber XV die Ungleichung

I(xN,;yMy <NC

gilt. Folgern Sie, dass die Kapazitit der N-ten Erweiterung gemessen in Bits pro Ubertragung
des urspriinglichen Kanals gleich C' ist.!

9.3

Gegeben sei ein Kanal (X,), Py|x) mit Kapazitit C. Konstruieren Sie davon ausgehend
fiir gegebenes ¢ > 0 einen neuen Kanal (X’,)’, Py/x/), der annihernd rauschfrei ist (d.h.
HY'|X' = 2') = 0 fiir alle 2/ € X’) und dessen Kapazitit in Bits pro Ubertragung des
urspriinglichen Kanals > C — ¢ ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Existenz eines Codes mit Rate ~ C' und maximaler Blockfehler-
wahrscheinlichkeit = 0 fiir den urspriinglichen Kanal.

'Das ist zu Vergleichszwecken das sinnvollere Mass ist als die Kapazitiit selbst.



