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1.1

Es seien A, B und C drei Ereignisse aus einer Menge ) von Elementarereignissen. Driicken
Sie mit Hilfe von Mengenoperationen (d.h. Vereinigung, Schnitt, Komplementbildung) die

Lésungen zu Ubungsblatt 1

folgenden Ereignisse aus:

a) Al
b) A,
C) Ag

e) A5
f) Ag

1.2

: Keines der drei Ereignisse A, B und C tritt ein.
: Mindestens eines tritt ein.

: Genau eines tritt ein.

d) A4:

Mindestens zwei treten ein.

: Mindestens eines tritt nicht ein.

: Hochstens zwei treten ein.

Ay =(AUBUC)®

Ay =AUBUC

A3 =(ANB°NCYYU(A°NBNC°)U(A°NB°NCO)
Ai=(ANB)U(ANC)U(BNC)

As = (ANBNC)°

Ag = As

Wir modellieren einen unfairen Wiirfel durch folgende Verteilung auf {1,2,3,4,5,6}:
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Berechnen Sie die Erwartungswerte der Zufallsvariablen X, X2 und Py (X).

6

« BM]=E[X] =)z Px(z) =
=1

o E[Ys

6
o E[Y3] = E[Px(X)] =) Px(z) Px(x) = —
r=1

| =E[X? =Y 2% Px(z) = N

17

6 55

21
64

Prof. Joachim M. Buhmann

Fabian Laumer



1.3

Nehmen Sie Stellung zum Wahrheitsgehalt der folgenden Aussage: Beim dreimaligen Wiirfeln
mit einem fairen Wiirfel sind die Ereignisse ‘die Augensumme ist 11’ und ‘die Augensumme ist
12’ gleich wahrscheinlich, denn beide Ereignisse konnen auf genau sechs verschiedene Arten
dargestellt werden:

11=64+4+1=6+3+2=5+5+1=5+4+2=5+3+3=4+4+3,
12=64+5+1=6+44+2=6+3+3=0+5+2=5+4+3=4+4+4.

Die Aussage beriicksichtigt nicht, dass die einzelnen Wiirfelergebnisse nicht gleich wahrschein-
lich sind. Wiirde die Reihenfolge eine Rolle spielen, so wiiren bei dreifachem Wiirfeln 6 ver-
schiedene Kombinationen mdoglich, so dass jeder die Wahrscheinlichkeit 673 zukidme. Da die
Reihenfolge jedoch unerheblich ist, besitzen die Ergebnisse mit drei verschiedenen Augen-
zahlen die Wahrscheinlichkeit 6 - 62, da sie in sechs verschiedenen Reihenfolgen vorkommen
konnen, diejenigen mit genau zwei identischen Augenzahlen eine Wahrscheinlichkeit von 3-673
und die Dreierpaschs die Wahrscheinlichkeit 672, Insgesamt erhilt man somit fiir das Ereig-
nis “Augensumme 11”7 die Wahrscheinlichkeit 27 - 673, fiir das Ereignis “Augensumme 127
dagegen die Wahrscheinlichkeit 25 - 673.

1.4

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einem gut gemischten Stapel von 32
Skatkarten die 4 Asse direkt aufeinander liegen. Geben Sie explizit den genutzen Wahrschein-
lichkeitsraum an.

Als Wahrscheinlichkeitsraum kann man die Menge Y39 der Permutationen (d.h. der bijektiven
Selbstabbildungen) von {1,2,...,32} mit der Gleichverteilung wéhlen; es gilt dann p(o) =
% fiir jedes o € Y39, da |X32| = 32!. Jede Permutation entspricht dabei einer méglichen
Reihenfolge der 32 Karten. Das Ereignis “Alle 4 Asse folgen direkt aufeinander” tritt ein mit

Wahrscheinlichkeit
4128129 32\ !
e 99, ,
32! 4

denn es gibt 4! - 28! Permutationen, die vier gegebene Zahlen (entsprechend den vier Assen)
auf einen gegebenen Block von vier aufeinanderfolgenden Zahlen abbilden, und 29 solcher
Blocke.

1.5

Wir betrachten ein Testverfahren fiir eine Krankheit, an der eine Person mit Wahrscheinlich-
keit px = 0.00001 erkrankt, d.h. es tritt durchschnittlich ein Erkrankter auf 100.000 Einwoh-
ner auf. Das Verfahren hat eine Fehlerwahrscheinlichkeit von pr = 0.01, d.h. das Testergebnis
ist mit Wahrscheinlichkeit 0.99 korrekt (sowohl im positiven wie im negativen Fall).

a) Alice ldsst sich testen und der Test fillt positiv aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
leidet Alice trotz des Testergebnisses nicht an der Krankheit?

b) Bobs Test fillt negativ aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit leidet Bob dennoch an der
Krankheit?



1.6

Vergleichen Sie mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten vor dem Test.

a) Wir definieren die Zufallsvariablen K und 7: K =1 falls Alice krank ist, sonst K = 0.
T =1 falls das Testergebnis von Alice positiv ist, sonst T = 0. Gesucht ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit

P(K=0,T=1) P(K=0)-P(T=1K =0)

PK=0T=1) = =
( | ) P(T=1) 0.99999 - 0.01 + 0.00001 - 0.99
0.99999 - 0.01 99999

0.0100098 100098

Die A-priori-Wahrscheinlichkeit liegt bei 0.99999. Ein positives Testergebnis braucht
Alice also nicht stark zu beunruhigen.

b) K und T seien wie oben fiir Bob definiert. Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

~ 0.99901097.

P(K=1,T=0) P(K=1)-P(T=0K=1)

P(K=1T=0) = =
( | ) P(T =0) 0.99999 - 0.99 + 0.00001 - 0.01
0.00001-0.01 1

0.9899902 9899902

Die A-priori-Wahrscheinlichkeit liegt bei 0.00001. Ein negatives Testergebnis erhoht Bobs
Gelassenheit um etwas weniger als den Faktor 100.

~ (0.0000001010111.

Die folgende Tabelle zeigt die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen K =
“Wetter in Kanada” und S = “Wetter in der Schweiz”. Beide Zufallsvariablen nehmen Werte in
der Menge {h,w, k,e} an (“heiss”, “warm”, “kiihl”,“eiskalt”).

Die folgende Tabelle gibt die gemeinsame Verteilung an:

S
PKS‘ h w k e
h 0.17 0.12 0.03 0
w
k
e

0.04 0.09 0.06 0.01
0.01 0.06 0.10 0.03
0 003 011 0.14

Ist Pgg eine Wahrscheinlichkeitsverteilung?

Berechnen Sie die Verteilungen Pg und Ppg-.

Sind die Ereignisse {K = k} und {S = w} unabhéngig?
Sind die Zufallsvariablen K und S unabhéngig?

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in Kanada warm ist, gegeben dass es in der
Schweiz heiss ist?

Angenommen Sie mogen warmes Wetter und wissen, dass es nicht eiskalt sein wird in Kanada.
Wo sollten Sie ihre Ferien verbringen (Kanada oder Schweiz)?



a) Ja, weil die Werte der Tabelle sich auf 1 summieren.

b) Die Verteilungen von Pg und Pk sind durch die folgende Tabelle gegeben:

Ps| h w k e Pg| b w ke

\0.22 0.3 0.3 0.18 \0.32 0.2 0.2 0.28

c) Die Ereignisse K = k und S = w sind unabhéngig, weil

PIK =k, 8 = w] = P[K = k] - P[S = w].

PK =k, S =w] = 0.06
P[K =k]- P[S=w] = 0.2-0.3=0.06

d) Die Zufallsvariablen K und S sind nicht unabhéngig, weil

PIK =e,8 =h] # P[K = ¢] - P[S = h].

P[K=e,S=h] = 0
P[K =¢]- P[S=h] = 0.28-0.22 = 0.0616

e) Es gilt
PIK=w,S=h] 004
PIK=w|S=h] = BIS = ] = o3 ~ 01818

f) Sie sollten in der Schweiz bleiben, weil P[S = w | K # e] > P[K = w| K # €]

PIK =w,K # €]
PIK # €]
PIK = w]
PIK # €]
0.2

= ~ 0.2
1—-0.28 0.2778

PK=w|K #¢] =

und

P[S =w, K # €]
P[K # €]
0.12 4+ 0.09 + 0.06

= =098 = 0.375

PlS=w|K #e] =




1.7

Angenommen, wir wenden den (r = 3)-Wiederholcode fiir die Dateniibertragung iiber den binéren
symmetrischen Kanal mit Fehlerwahrscheinlichkeit 0 < p < 1. Dessen Decoder {0,1}® — {0,1},
r — §(r), bildet r auf das héufiste in r vorkommende Symbol ab (siche Vorlesung bzw. [MacKay,
Kapitel 1]). Zeigen Sie, dass §(r) = argmax,P(r|s) gilt.

Wenn der Sender s € {0,1} sendet, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Empfinger ein
bestimmtes r empfingt, gegeben durch

P(r|s) = p**(1 - p)*,

wobei k € {0,1,2,3} die Anzahl der Bits r; mit r; = s angibt. Wegen p < % < 1—p wird
dieser Ausdruck bei gegebenem r maximiert durch das s € {0,1} mit dem grosseren k, d.h. das
in r hiufiger vorkommende s; nach Definition des Decodierers ist das gleich §(r), und damit folgt
5(r) = argmax P(r|s).



